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member of the Edinburgh Mathematical Society. He was made an
honorary member of the London Mathematical Society in 1924.

In preparing this notice I have received valuable assistance from
Dr. Enrico Volterra, Prof. Beniamino Segre, Sir Arthur Eddington, Mr.
L. A. Pars, and Prof. E. T. Whittaker.

EMILE PICARD

J. HADAMABD.

Avec la mort d'Emile Picard, le 12 De"cembre 1941, une des plus grandes
personnalite's de la science contemporaine a disparu.

Charles Emile Picard* naquit a Paris le 24 Juillet 1856. Au Lyc6e
Henri IV (en ce temps-la Lyce*e Napoleon) ou il fit ses etudes secondaires,
il excellait en version grecque, en vers latins, en histoire, mais de'testait
de'libe're"ment la ge'oine'trie, qu'il apprenait par coeur, pour eViter les
punitions! Au contraire, a l'age de 15 ans, lorsque, dans la classe de
seconde, il fit connaissance avec l'alg^bre, il fut aussitdt fortement se"duit,
tendance qu'il garda toute sa vie. Cependant, deux ans plus tard, dans
la classe de mathe"matiques, il avait cesse" d'etre rebelle a la ge'ome'trie;
ses maitres se formerent rapidement une haute opinion de lui: ils eurent
a triompher des hesitations de sa mere pour lui faire poursuivre une carriere
scientifique. Comme tout jeune franc,ais de notre epoque posse*dant des
dons scientifiques, il eut a choisir entre l'Ecole Polytechnique, pre"parant
en principe a des carrieres d'inge'nieurs, et l'Ecole Normale consacr^e a la
science pure. II se de*cida en faveur de cette derniere, ou il fut rec,u
premier: on dit que cette decision fut prise apres une e"mouvante visite
a Pasteur, dans laquelle le pere de la bacte"riologie parla de la science pure
et de'sinte'resse"e en termes si nobles que son jeune interlocuteur fut
de"finitivement convaincu.

Emile Picard passa a l'Ecole Normale Supe'rieure les trois ann^es
re"glementaires, de 1874 a 1877, puis fut nomine" "agre"ge" pre^parateur"
pour l'ann^e scolaire 1877-1878. Entre temps, il avait obtenu le titre de
Docteur avec une th^se sur les "Applications des complexes line'aires a
l'6tude des surfaces et des courbes gauches ".

Imm^diatement apres sa quatrieme anne"e d'Ecole Normale, il fut
nomine" a l'Universite de Paris, a titre temporaire cependant: car l'anne"e

* Cette notice est ronforme au texte angl .is q.ii a paru dans les Proceedings of the
Royal Society. Toulefois, ce qui est rel itif aux courses eb surfaces alg^briques ainsi
qu'aux transcend mtes qui leur sont attach^es est du k M. Claude Chevalley, que je tiens
& remercier ici de sa - cieuse collaboration..
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suivante (Novembre 1879), il e"tait envoye" a l'Universite de Toulouse dont
le doyen, Baillaud, avait demande" sa venue et ecrivit plus tard que " cette
nomination avait 6t6 la veritable cause du deVeloppement scientifique de
la Faculty des Sciences ". Mais en Octobre 1881 il fut rappele* a l'Universite*
de Paris, a laquelle il appartint jusqu'a sa retraite: il y fut nomin6 Charg6
de Cours a peu pres en meme temps que Poincare" et Appell, ses contem-
porains. Peu apres, tous trois devinrent Professeurs titulaires, a Page de
trente ans requis par les re"glements. Des nominations aussi rapides a
l'Universite" de la capitale de la France n'auraient guere e"te" possibles
quelques anne'es plus tard: on doit dire qu'elles eurent lieu non seulement
en raison de la haute valeur des trois savants, mais aussi en raison du
fait que la carriere universitaire 6tait notablement moins encombree qu'elle
ne Test devenue depuis.

Les quatre premieres anne'es qui suivirent le retour de Picard a la
Sorbonne furent consacre'es a l'enseignement de la me"canique rationnelle;
il en fut de meme de son enseignement a l'Ecole Normale pendant Fannie
scolaire 1885-1886, ou l'auteur de ces lignes eut la bonne fortune de suivre
ses conferences. Elles e"taient pleines d'id6es et de theories suggestives,
faisant contraste avec le programme, assez ennuyeux a cette 6poque, de
la me"canique classique. Picard aimait a dire combien fructueuse avait
6t6 pour son travail ulte"rieur cette incursion dans le domaine de la
me'canique, comme le fut sa nomination analogue (1934) a l'Ecole Centrale
de Paris.

Apres avoir 6t6 transfe"re a la chaire de calcul diffe"rentiel et integral
a la Sorbonne (1886-1897), il occupa, a partir de 1897, la chaire d'alge'bre
et analyse sup^rieures: tache plus lourde, puisqu'il avait a changer de
sujet chaque anne"e et a passer en revue les parties les plus difficiles de la
science contemporaine, mais tache des plus inte"ressantes pour lui, qui lui
permit d'exercer pendant des ann^es une influence puissante sur tous les
jeunes mathe"maticiens franc, ais.

Picard devint membre de l'Acad^mie des Sciences de Paris en 1889
et fut aussi membre de nombreuses Academies et Socie'te's scientifiques
^trangeres. II fut elu membre honoraire de cette Socie"te" en 1898 et de
la Socie'te" Royale de Londres en 1909.

En 1917, apres que sa vie eut 6t6 cruellement assombrie par la perte
de son fils tomb6 au champ d'honneur, un nouveau sphere d'activite"
s'ouvrit pour lui par sa nomination de Secretaire perpe'tuel de l'Acad&nie
des Sciences. II e"tait merveilleusement qualifi<6 pour ces nouvelles
fonctions, grace a sa vive intelligence capable de s'attaquer et de s'inte'resser
a tous les ordres de sujets, et c'est ainsi qu'au cours d'une croisiere en
Egvpte il se mit a l'etude des hi^roglyphes,
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116 E. PlOARD.

Quelques ann6es plus tard (1924), il fut eiu a l'Academie fran9aise, a
un siege que cette Academie de destination litte'raire a coutume de reserver
a des savants et qui avait 6t6 vacant depuis la mort de Poincare. En
1937, il recut une haute recompense internationale, la medaille Mittag-
Leffler.

II n'est pas possible de passer en revue tous les aspects de l'oeuvre
etendue et vari^e de Picard: nous nous limiterons aux productions les plus
marquantes, en omettant parfois des contributions importantes.

Son premier travail, sa these, traite de questions g6om6triques. Sans
6tre une de ses oeuvres les plus remarquables, elle contient de"ja plusieurs
resultats elegants et aujourd'hui classiques, tels qu'une propriete impor-
tante de liquation de Riccati et son application aux lignes asymptotiques
des surfaces re'gle'es. Peu apres, il demontra que la seule surface algebrique,
a l'exception des surfaces r£gle"es unicursales, dont toutes les sections
planes soient unicursales est la surface de Steiner. C'etait le temps ou
tous les jeunes normaliens etaient seduits par le prestige de Darboux;
mais plus tard, comme l'y portait son temperament, il devint et resta un
pur analyste. En cela, il peut avoir e*te quelque peu influence par Hermite,
qui exerca aussi sur lui une action puissante et durable. Hermite, avec
lequel il ne cessa d'etre en etroite communion d'idees, et dont la fille devint
sa femme (1890), etait un fervent de Fanalyse plutot que de la geometric.
En fait, Picard, apres son resultat ci-dessus mentionne sur la surface de
Steiner, ne s'occupa plus de geometrie, car nous ne saurions compter
parmi les recherches geometriques celles qui concernent la geometrie
algebrique et dont les methodes appartiennent en realite a l'algebre et
l'analyse.

Le caractere distinctif des travaux de Picard sur la theorie des fonctions
algebriques est l'exploitation systematique de ce que Ton appelle aujourd'hui
les methodes "transcendantes". C'etait deja le point de rue auquel
s'etait place Riemann dans la theorie des courbes; par contre, Noether
et les geometres italiens influences par lui avaient principalement developpe
les methodes algebraico-geometriques, aussi bien dans l'etude des courbes
que dans celle qu'ils avaient inauguree, des surfaces. Les recherches de
Picard se rapportent au contraire a la theorie des integrates de differentieUes
rationnelles sur les surfaces, generalisant les integrates abeiiennes attachees
a une courbe.

Quand on passe d'une a deux variables, les integrates a considerer se
repartissent en deux categories: les integrates simples \Pdz-\-Qdy, les
integrates doubles [[ P dx dy. Seules celles de la seconde categorie avaient
ete considerees brievement par Noether. La raison en est probablement
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]£. PlOARD. 117

la consideration des integrales simples n'est fructueuse que si, avec
Picard, on se limite aux differentielles Pdx-\-Qdy qui sont localement
(mais non globalement) des differentielles exactes. Ge n'est que pour de
pareilles integrates que Ton peut definir des periodes analogues aux periodes
d'une integrate abeiienne sur une courbe. Encore faut-il pour cela.faire
usage de la topologie de la surface alg6brique, consider6e comme une
variete" a quatre dimensions replies. C'est pourquoi le second chapitre de
la Thdorie des fonctions algdbriques de deux variables inddpendantes par
Picard et Simart (dont le premier volume parut en 1897) traite de la
Ge"ometrie de situation, a laquelle Poincare venait, deux ans auparavant,
de consacrer son memoire bien connu dans le Journal de VEcole Poly-
technique.

Ayant pose la definition correcte des integrales simples sur la surface,
Picard procede a leur classification en integrales de premiere, seconde et
troisieme espece. II constate qu'une surface "generate" ne possede pas
d'integrales de premiere ou de seconde espece. II montre que la question
de savoir si une surface donnee admet des integrates de premiere espece
depend de celle de la nature analytique des solutions d'une certaine
equation differentielle attachee a la surface. Si une surface possede des
integrates de premiere espece, le nombre de ces integrates qui sont lineaire-
ment independantes est un invariant birationnel de la surface; cet
invariant q est egal a l'irregularite de la surface, difference entre son genre
geometrique et son genre arithmetique; il peut aussi se caracteriser par le
fait que la surface contient un systeme algebrique d,e courbes qui se compose
d'une familte a q parametres de systemes Iin6aires. Le nombre 2q est
egal au nombre des integrales simples de seconde espece lineairement
independantes; il est aussi egal au premier nombre de Betti de la surface.
La demonstration des theoremes tres profonds que nous venons d'enoncer
a requis les efforts simultanes de Humbert, Enriques, Severi, Picard et
enfin (pour le pas decisif) Poincare.

La consideration des integrates simples de troisieme espece a conduit
Picard a la definition d'un nouvel invariant, generalement connu sous le
nom de "nombre p" (invariant relatif, l'invariance ayant seulement lieu
pour les transformations birationnelles sans singularites).

p courbes tracees sur la surface peuvent toujours etre prises comme
courbes logarithmiques d'une integrate de troisieme espece, tandis qu'il
est impossible de trouver une integrate admettant />—1 courbes arbitraires
comme courbes logarithmiques. L'invariant p est intervenu a un tout
autre point de vue dans les recherches de Severi (theoreme de la base):

.il caracterise la structure de rensemble des systemes complets de courbes
sur la surface. Une circonstance surprenante, decouverte par Picard, est
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118 & PlOABD.

que le nombre p depend de proprietes arithmetiques des coefficients de
liquation qui d6finit la surface.

Le nombre p apparait aussi dans la theorie des integrates doubles de
seconde espece. Picard dit que la diffe"rentielle double Pdxdy est de seconde
espeoe quand elle est partout (localement) la de'rive'e exterieure d'une
diff^rentielle simple. Picard a r&issi a determiner le nombre des integrates
doubles de seconde espece distinctes; la valeur de ce nombre depend du
nombre p.

Les travaux de Picard sur la theorie des fonctions alge"briques de deux
variables forment aujourd'hui l'un des aspects essentiels de cette branche
des mathe'matiques. Les re"sultats de ces travaux se trouvent d'ailleurs
dans une large mesure amalgames avec ceux des travaux de l'ecole pure-
ment geometriste italienne dans les travaux de Severi. Un autre aspect
fondamental de la theorie est l'aspect topologique. Les premiers linea-
ments de la theorie topologique des surfaces algebriques se trouvent, comme
nous l'avons de"ja dit, chez Picard. Les re"sultats essentiels ont 6t6 depuis
obtenus par Lefschetz qui a notamment donn6 une interpretation topo-
logique au nombre p de Picard.

On voit combien fe"conde pour la marche ulte"rieure de la science a ete
l'oeuvre de Picard en geometrie alg^brique. Independamment des con-
sequences directes dont nous venons d'enumerer les principales, d'autres
plus lointaines peuvent etre signalees. C'est ainsi que la theorie des
integrales de premiere espece repose sur la consideration de liquation
differentielle a laquelle satisfont les periodes de ces integrales sur une
courbe qui varie dans un faisceau lineaire. Or cette equation, qui est du
type de Fuchs, possede des proprietes analytiques remarquables.

Tout cela decoule des resultats contenus dans le memoire qui remporta
en 1888 le Grand Prix des Sciences Mathematiques a l'Academie des
Sciences de Paris, ainsi que dans la Thdorie des fonctions algdbriques de

. deux variables independantes en deux volumes, parue en 1897 et 1906,
ouvrages qui ont ete fondamentaux dans ce chapitre de la science.

Par la suite, tout en vouant son fructueux labour a d'autres branches
de l'analyse, Picard ne perdit jamais completement de vue celle-la. II y
revint frequemment dans son enseignement d'"algebre et analyse
superieures " a la Sorbonne et, dans la derniere periode de sa vie, il lui
consacra son ouvrage intitule Quelques applications analytiques de la thdorie
des courbes et des surfaces alge'briques publie dans les Cahiers scientifiques de
Julia (Paris, 1931) et qui, lui aussi, est un instrument de travail essentiel
a quiconque s'interesse a ces difficiles theories.

Le titre de cet ouvrage ne correspond pas a proprernent parler a son
contenu qui consi ••• plutot dans les ^plications de l'analyse a l'etude des
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i . PlOARD. 119

courbes et des surfaces alge"briques. H n'est pas inutile de mentionner ce
fait, car, a l'heure actuelle, la Geometrique alg^brique a trouve des applica-
tions analytiques d'un interet tout particulier. Cette etude des courbes
et des surfaces alge"briques, qui avait longtemps ete un domaine ferme
sur lui-me'me, a cesse* de l'etre depuis les travaux de Fredholm et de ses
successeurs—comme Herglotz, Zeilon, Florent Bureau—sur la solution
e'le'mentaire des Equations line'aires aux derivees partielles d'ordre quel-
conque. Se bornant aux Equations a coefficients constants d^pourvues
de termes d'ordre infe"rieur (auxquelles le cas ge"ne"ral peut se ramener a
l'aide d'equations integrales), Fredholm a montre que, pour les Equations
a trois variables ind6pendantes, la solution cherchee introduit des integrales
abe'liennes etendues a une certaine courbe algebrique. De meme, le
traitement des Equations a quatre variables introduirait une surface
alge"brique et les integrates doubles correspondantes et ainsi de suite, la
consideration d'hypersurfaces devenant ne"cessaire lorsque le nombre des
variables de"passe quatre. Ceci, nous le voyons, donne une signification
nouvelle aux recherches de Picard, puisque les proprie"t6s des domaines
algebriques gouvernent des problemes de calcul integral dont I'enonc6
n'implique pas de domaines de cette espece.

La the"orie des equations diffe"rentielles doit a Picard une m6thode
nouvelle et des plus fecondes pour d^montrer l'existence des solutions.
Cette m^thode des approximations successives qui, dans le cas des Equations
diffe'rentielles ordinaires, remplace avantageusement la m6thode dite de
Cauchy-Lipschitz, consiste essentiellement a 6crire les equations donn^es,
combin^es avec les conditions initiates, sous forme d'equations int^grales
de seconde espece (line'aires ou non suivant que les Equations diff^rentielles
le sont ou non elles-me"mes) ou, sous les signes d'integration, les inconnues
sont, dans chaque approximation, remplac£es par leurs valeurs d^duites
de l'approximation prec6dente. Cette m^thode se montre d'une re-
marquable puissance*; son application ne se limite pas aux equations
differentielles ordinaires (ou elle a deja ete employee a deux sortes de
problemes), mais se montre d'une portee chaque jour plus generale. Avec
son aide, Picard a resolu plusieurs importants problemes concernant les
equations aux derivees partielles et les equations fonctionnellesf.

* Sa souplesse a reiju une nouvelle extension dans les r^cents travaux de Hans Levy
(1927-1929).

f Les solutions sont obtenues dans ces divers oas par approximations convergentes.
Toutefois un fait des plus curieux signale par Picard est que Ton peut tomber sur des
approximations qui divergent et conduisent a deux fonctions limites differentes, l'une
pour lea approximations d« rang pair, l'autre jour les approximations de rang impair.
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120 E. PlCABt).

En fait, il n'est pas de chapitre de la the'orie des Equations aux de'rive'es
partielles qui ne lui doive des.progres essentiels. En ce qui regarde le cas
elliptique, il fut le premier a e"tendre a des Equations de ce type autres que
l'equation ordinaire des potentiels la notion de la solution e'le'mentaire, en
construisant, pour toute equation de la forme Aw = G (x, y) u, une solution
de la forme v(x, y) log(l/r)+w(a;, y), oil v et w de"signent des fonctions
regulieres. II s'est aussi attaque a l'equation la plus ge"n6rale (meme non
lin^aire) de ce type et a obtenu pour de telles Equations des conditions
suffisantes pour que le probleme de Dirichlet soit determine"; il a aussi
considere au meme point de vue le probleme de Neumann relatif a la
de*rive"e normale. II put montrer que, dans certains cas tres. ge'ne'raux
dont le plus simple est Aw—ku = 0, la the'orie se comportait plus simple -
ment que pour liquation ordinaire du potentiel, grace a la presence d'un
terme en u avec coefficient ne"gatif. II a e"galement montre" que toute
Equation lin^aire du type elliptique a coefficients analytiques n'a que des
solutions analytiques.

On doit mentionner tout spe"cialement ses recherches sur liquation
Au = eM, dont les applications sont tres varies: non seulement elles
interessent la g6ometrie et la physique mathe'matique, mais, considerees
sur un surface fermee—plus pre'cise'ment sur une surface de Riemann—
elles founiissent le meilleur moyen de resoudre un probleme fondamental
de la theorie des fonctions fuchsiennes de Poincare, permettant d'appliquer
ces fonctions a liquation differentielle la plus g^n^rale a coefficients
alg^briques.

Ceci n'est pas le seul cas ou Picard a montr^ l'interet qui s'attache
a l'etude d'equations aux derive'es partielles du type elliptique sur des
surfaces fermees: les conditions aux limites disparaissent alors et la
solution est entierement de'terniinee, a un facteur constant pres, par la
seule condition d'etre reguliere sur toute la surface.

Mais parmi ces recherches sur le cas elliptique, la plus importante sans
doute est une courte note des Gomptes Bendus (1893) sous le titre "Sur
liquation aux de'rive'es partielles qui se pre"sente dans la the'orie de la
vibration des membranes ", note dont la porte"e n'est pas limite'e a cette
equation particuliere, mais s'e'tend a tout le probleme g6ne"ral des vibrations
harmoniques. Cette question—la question principale de la physique
mathematique depuis le XIXe siecle—6tait, a cette ^poque, loin d'etre
resolue. Cependant un premier pas essentiel avait ete fait par Schwarz
qui, dans un c61ebre m^moire, apportant un beau complement aux recherches
primitives de Liouville, avait determine la premiere pe"riode propre, celle
de la " vibration fondamentale " ou vibration a frequence minime. Picard
reussit a etendre ce resultat en formant l'harmonique suivant. Un peu
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E; PlOABD. 121

plus tard, Poincare* put donner a ce chapitre de la science sa conclusion
en de"montrant l'existence de tous les autres harmoniques. Ces me'morables
recherches de Schwarz, Picard et Poincare* forment un tout. Avec le
memoire de Poincare" sur "La me"thode de Neumann et le probleme de
Dirichlet", elles ont prepare" l'av^nement de la the'orie des Equations
integrates, qui fut traite"e peu apres (1900) par Fredholm et Hilbert, et a
e"tabli la physique mathe"matique moderne sur des bases solides. Dans
ce grand re"sultat, Picard a -eu sa part.

II se rendit pleinement compte de Pimportance de cette nouvelle th6orie
des Equations integrates et, dans les annees suivantes, renrichit de plusieurs
re"sultats importants. II 6tudia plusieurs especes d'^quations de cette
nature qui se comportent de maniere singuliere, c'est-a-dire pour lesquelles
la m^thode et les re'sultats de Fredholm ne subsistent plus: il montra,
par exemple, que si l'intervalle d'int^gration s'etend a 1'infini, il peut
arriver que la nature analytique de la solution de*pende du choix du terme
tout connu et cesse d'etre une fonction m^romorphe du parametre qui
multiplie le terme integral. D'autre part, on lui doit Pe'tude d'un cas
nouveau et inte"ressant, liquation integrate de troisieme espece, dans
laquelle la fonction inconnue est, en dehors du signe d'int^gration, multiplied
par une fonction donne*e de la variable independante, fonction susceptible
de s'annuler dans l'intervalle d'int^gration. Mais peut-etre sa plus impor-
tante contribution a cette nouvelle branche des math^matiques concerne
la difficile question de liquation int^grale de premiere espece, qui au
premier abord se pre"sente sous une forme plus simple que celle de Fredholm,
mais dont, en fait, les proprie'te's sont beaucoup plus cache*es. Picard
re'ussit a indiquer des conditions ne*cessaires et sumsantes pour l'existence
d'une solution.

A la the'orie des fonctions harmoniques, il apporta un complement d'une
nature toute diff^rente. Une remarque suggestive d'un jeune ge'ome'tre,
M. Noaillon, le condusit a rechercher ce qui peut etre affirm^ d'une telle
fonction quand on sait qu'elle est de signe constant soit dans tout l'espace,
soit au voisinage d'un point singulier.

Quittant maintenant le type elliptique pour le type hyperbolique,
commen9ons par une remarque fondamentale sur la me*thode de Riemann.
Picard fdt le premier a observer que cette m^thode ne s'applique plus si,
sur la courbe C qui porte les donn^es, les deux coordonne'es (liquation
diff^rentielle 6tant rapport^e a ses caract^ristiques) ne sont pas chaoune
monotone: la quantity calcutee par la formule de Riemann continue a
verifier liquation aux partielles, mais non plus les conditions aux limites
sur G.
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E. PlOABD.

En relation avec ce fait fondamental, il fut conduit a re*soudre par sa
methode des approximations successives non seulement le probleme de
Cauchy tel que le traite la me'thode de Riemann et celui, a peine distinct
du premier, oil les valeurs de l'inconnue sont donne'es le long de deux
caracte"ristiques secantes, mais aussi le probleme, de nature notablement
plus difficile, qui se pose lorsque de telles valeurs sont donne'es le long de
deux lignes se*cantes dont une seule est caracte'ristique: a de tels cas, la
me'thode des approximations successives s'applique sans aucune difficult^,
grace au fait que chacun d'eux peut etre ramene" a une Equation integrate
du type de Volterra. II n'est pas inutile de noter que la me'thode ne
se limite pas au cas ou liquation diffe'rentielle est line"aire.

Mais en ce qui regarde les Equations line'aires hyperboliques a deux
variables inde'pendantes, un r^sultat est particulierement digne d'attention.
Tandis que en ge'ne'ral, les theories mathematiques sont de porte*e lointaine
et ne trouvent leur application qu'apres des siecles, sinon des mille'naires,
il offre un des cas bien rares ou une notion mathe'matique nouvelle a
imme'diatement 61ucide* et aide* a gouverner un phe"nomene observe" et
jusque la inexplique". II a transform^ toute notre conception des ondes.
Considerons par exemple les petites oscillations de l'air dans un tuyau
oylindrique et supposons que primitivement, a l'origine des temps, le mouve-
ment soit confine* a une petite tranche d'e'paisseur e. Comme il est bien
connu, ce mouvement initial se propagarera dans les deux sens avec la
vitesse v. Pour les anciens physiciens et jusqu'a une date toute recente,
ceci semblait signifier de maniere eVidente qu'a n'importe quel instant
ulte'rieur t, il n'y avait mouvement que dans deux petites tranches de la
meme e'paisseur e separe'es de la premiere par un distance vt, aucune autre
partie du tuyau, tant du dela de ces tranches qu'entre elles, ne montrant
aucun effet de la perturbation primitive.

Une id^e toute semblable 6tait accept^e comme 6vidente dans la the'orie
des ondes sphe"riques, par exemple en ce qui concerne les perturbations
primitivement confine'es au voisinage d'un point, a I'int6rieur d'une petite
sphere de rayon e. Pour des ondes se propageant avec la vitesse v, il
semblait evident qu'apres un intervalle de temps t, l'eflfet de ce mouvement
initial devait inte"resser uniquement une couche spherique d'e'paisseur e,
la couche comprise entre deux spheres concentriques a la premiere et de
rayons respectifs vt, vt-\-e, a l'exclusion de tout eflEet aussi bien en dedans
de la sphere inte"rieure qu'en dehors de la sphere ext^rieure. Fresnel
lui-meme, Timmortel fondateur de la theorie des ondes lumineuses, semble
n'avoir jamais con9u le moindre doute sur ce point.

Or des perturbations electriques, telles que les produit par exemple
un appareil t^l^graphique, se propagent aussi le long d'un fil suppose
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if. PlOABD. 123

parfaitement homogene avec une vitesse constante v. Un signal 6mis a
l'instant t = 0 en un point determine" du fil atteint un poste re"cepteur
distant de d au bout d'un temps tQ donne" par vt0 = d. A ce moment se
produit naturellement l'effet utile: le signal est recu au seconde poste,
aucun effet ne se produisant avant l'instant t0. Mais les ingenieurs ont
constate" une circonstance tout a fait inattendue, qui est que, wprls cet
effet utile, il en subsiste un autre—effet nuisible naturellement, puisque
susceptible de brouiller les signaux suivants. Ce phenomene etait com-
pletement imprevu dans les ide"es jusque-la re"gnantes sur les ondes. Or
Poincare" et Picard montrerent tous deux qu'il y a la une consequence
logique et naturelle des proprietes de l'e"quation—"Equation des tele-
graphistes"—qui re"git la propagation. On doit ajouter que le theorie
donne"e par Picard de ce phenomene etait plus simple et plus claire • elle
est de"duite de la pure et simple application de la me"thode de Riemann.

La the"orie matheniatique de cet effet nuisible a 6t6 d'un grand secours
pour trouver les moyens pratiques de la supprimer ou d'en diminuer
l'importance*. Mais en meme temps que son utilite pratique, cette
de"couverte est d'une grande importance th£orique: le fait ainsi elucide'
concerne non seulement les transmissions t^graphiques mais, de maniere
ge"ne"rale, tout phenomene regi par une equation aux de*rive"es partielles du
type.hyperbolique. II ne se pre"sente pas, il est vrai, dans le cas ci-dessus
mentionne des ondes spheriques ordinaires, et c'est eVidemment pour cela
qu'il n'a pas 6te pris en consideration par Huygens ni Fresnel; mais ce
cas est justement exceptionnel: on peut dire que toute autre equation aux
de"rive"es partielles donne lieu a des perturbations qui ne disparaissent pas
apres le passage de l'ondet-

Les Equations du type parabolique ne furent pas non plus ne"glige"es
par Picard, qui en traita jusque dans ses dernieres publications, 6tudiant
en particulier l'effet de discontinuites de temperature.

Quelques resultats relatifs aux Equations differentielles ordinaires sont
ind^pendants de la me"thode des approximations successives.

Bien que Picard ait substitue cette me"thode a celle de Cauchy-Lipschitz,
c'est lui qui a signale" un important avantage de cette derniere: la m^thode

* Les consequences qui apparaissent dans cet ordre d'idees onb 6t6 d^veloppeeo dans
un cours important (malheureui-ement in^dit) de Poincar6 a 1'lOcole Sup6rieur© dee T616-
graphes. Notons celle-ci, que l'effet des pertes le long de ligne peut etre d'umeliorer la
transmission.

•f Un tr6s habile geom^tre dont nous avons a deplorer la perte, M. Mathisson, a
demontre que toute Equation donnant lieu a des ondes " pures", c'eat-a-dire tellee
qu'aucune perturbation residuelle ne subsiste apres le passage de l'onde, est r&taotible
a l'equation ordinaire des ondes spheViques.
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124 E. PlOABD.

de Cauchy-Lipschitz a le plus grand domaine de convergence possible;
les operations convergent aussi loin que la solution elle-m^me existe.

D'autre part, Picard montre que tout systeme d'e"quations diffe'rentielles
ordinaires de*finit un groupe a un parametre. Cette proposition, re*ciproque
du theoreme fondamental de Lie, est, pour les Equations diffe'rentielles
ordinaires, la forme sous laquelle se pre"sente le principe de Huygens.

Un dernier et tres important re"sultat est d'un caractere formel. Picard
a obtenu l'analogue de la m^thode de Galois pour les Equations diffe'rentielles
line'aires ordinaires: a chaque Equation de cette nature correspond un
groupe dont les proprie^s font connaitre ce qui peut et ce qui ne peut pas
etre employe" efi&cacement pour Pinte'gration. C'est la the"orie dite de
Picard-Vessiot, a cause de la forme remarquablement completed et simplified
qui lui a 6t6 donnee par Vessiot.

Quelques anne"es plus tard, comme il est bien connu, l'extension la
plus complete des ide"es de Galois, entrainant la de'couverte de cas com-
pletement insoupconne's ou divers problemes classiques de ge"ometrie et
de dynamique peuvent s'inte'ger, a e"te" obtenue par Drach. Tandis que
Picard, opeYant BUT les Equations line'aires, a utilise l'existence d'un systeme
fondamental de solutions a l'aide desquelles toute autre solution peut etre
exprime'e, Drach a pu passer au cas ge"ne"ral en introduisant, au lieu de
liquation ou du systeme diff^rentiel, liquation aux de'rive'es partielles
du premier ordre correspondante, pour laquelle un tel systeme fondamental
de solutions existe en toute hypothese. On ne peut s'empScher de penser
que ces magistrates recherches de Drach ont 6t6 plus ou moins inspir^es
par la th6orie de Picard, quoique personne, pas mdme sans doute Drach
lui-me"me, ne puisse dire jusqu'a quel point cette influence s'est exerc^e.

Outre diff^rents petits traite"s (publics dans les Cahiers scientifiques de
Julia) consacre's aux Equations fonctionnelles ou aux d^riv^es partielles
et contenant la plupart des de"couvertes dont nous venons de parler, Picard
a public son TraiU d'analyse en trois volumes dont le but essentiel est
la the"orie des Equations diffe'rentielles ordinaires, ouvrage fondamental,
donnant un expose complet de Pe"tat de cette branche de la science au
commencement du XXe siecle et dont l'^tude approfondie reste imperieuse-
ment n6cessaire a tout mathe'maticien.

Nous avons intentionnellement gard6 pour la fin de cette Enumeration
ce qui concerne la the"orie des fonctions analytiques, quoique ce sujet ait
6t6 le premier qui ait e*te" aborde" par Picard apres le travail ge'ome'trique
qui fait l'objet de sa these. . Le th^oreme ci-dessus mentionne sur les
fonctions analytiques lie"es par une relation alg6brique de genre sup^rieur
a un appartient d^ja a cette cate"gorie. II est a noter que ce th^oreme de

 14697750, 1943, 2, D
ow

nloaded from
 https://londm

athsoc.onlinelibrary.w
iley.com

/doi/10.1112/jlm
s/s1-18.2.114 by U

niversity O
f St A

ndrew
s U

niversity, W
iley O

nline L
ibrary on [28/10/2025]. See the T

erm
s and C

onditions (https://onlinelibrary.w
iley.com

/term
s-and-conditions) on W

iley O
nline L

ibrary for rules of use; O
A

 articles are governed by the applicable C
reative C

om
m

ons L
icense



E. PlCARD. 126

Pioard semble en opposition avec le re"sultat fondamental de Poincare"
concernant les courbes algebriques en general et qui precise pour ces
courbes son celebre th6oreme d'uniformisation des fonctions analytiques
en donnant le moyen de trouver la variable auxiliaire a l'aide de laquelle
les coordonne"es d'une courbe algebrique donne"e quelconque peuvent
s'exprimer. Mais il n'y a aucune contradiction avec le re"sultat de Picard,
car si le genre de la courbe est plus grand que un, les fonctions uniformes
qui expriment x et y, savoir des fonctions fuchsiennes, n'ont pas des
points singuliers isotes, mais des lignes singulieres essentielles. En fait,
les fonctions fuchsiennes sont introduites par Picard lui-meme pour prouver
le theoreme en question.

Ce n'est pas le seul travail qu'ait inspire* a Picard la the'orie des fonctions
fuchsiennes. II les a gene'ralise'es de deux facons diffe"rentes en definissant
deux grandes classes de groupes discontinus de substitutions line*aires a
deux variables qu'il a nomm^s groupes hyperfuchsiens et groupes hyper-
abeiiens. Certains de ces groupes sont lie's a la the'orie arithme'tique des
formes quadratiques, plus spe'cialement des formes " hermitiennes " (formes
a coefficients et a indeterminees conjug^es); d'autres aux fonctions hyper-
g^ometriques de deux variables, de la meme maniere que certaines classes
de fonctions fuchsiennes (les premieres que Poincare ait de'couvertes, ainsi
qu'il le relate dans sa celebre conference sur l'invention mathematique)
peuvent se de*duire de l'^tude de la se"rie hyperg^ometrique ordinaire de
Gauss. La marche de ses theories montre une constante analogic avec
l'analyse mdme de Poincare' et cette analogic subsiste sous la forme la
plus generale qui puisse leur 6tre donn^e comme on s'en rend compte dans
le bel expose public plus r^cemment par Gteorges Giraud.

D'autres transcendantes poss^dant des proprie^s particulierement
int^ressantes ont 6t6 de'couvertes par Picard—par exemple, les fonctions
analytiques f{z) qui, au lieu d'etre doublement periodiques aux p&iodes
to et u)', ve'rifient les deux Equations fonctionnelles

8(z) 6tant une fonction doublement pe*riodique donn^e. Bien entendu,
ce probl^me n'est pas de'termine", puisque les deux Equations pr^c^dentes
ne changent pas si Ton multiplied) par n'importe quelle fonction uniforme
elle-m&me doublement pe"riodique.

II fat conduit par ses e"tudes sur les surfaces alg^briques et la generalisa-
tion des integrates abeiiennes a s'occuper des fonctions analytiques 2»
fois periodiques de n variables et, tout d'abord^ des conditions que doivent
remplir les pe"riodes elles-memes. Riemann avait deja enonce que les
periodes d'une fonction meromorphe quadruplement periodiques de deux
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126 E. PlOABD.

variables complexes ne peuvent pas etre prises arbitrairement. Une
demonstration de ce theoreme fut publi^e en abrege en collaboration avec
Poincare, puis deVeloppe^ par Picard. Une circonstance surprenante est
le rdle joue a cet egard par le caractere meromorphe de la question: Picard
re"ussit en effet a construire une fonction quadruplement periodique de deux
variables ayant des pe"riodes arbitrairement choisies; seulement une telle
fonction a ne'cessairement des singularites essentielles. Ce sujet est en
relation avec la the"orie des fonctions abeiiennes et Picard y revient dans
les Lecons pre*cedemment cities sur Quelques applications analytiques de la
tMorie des courbes et des surfaces algebriques.

Mais la decouverte de Picard qui a exerce" la plus puissante influence
sur le progres de la Science mathematique dans ce dernier demi-sie'cle
date de 1879: c'est le celebre theoreme sur les fonctions entieres d'apres
lequel une fonction entiere /(z) de la variable complexe z qui ne devient
nulle part egale ni a ze"ro ni a un ne peut etre qu'une simple constante,
decouverte qu'il compieta peu apres (Octobre 1879) en demontrant que si
chacune des Equations/(z) = a et/(z) = 6 n'a qu'un nombre fini de solutions,
f(z) se reduit n^cessairement a un polynome.

II fournit ces demonstrations a l'aide des fonctions modulaires eUiptiques.
Cette methode indirecte donne l'etonnant r^sultat avec une merveilleuse
simplicity. Pour le premier cas (celui ou les Equations f(z) = a et f(z) — b
sont toutes deux d^pourvues de solutions), il suffit de noter les deux pro-
prietes classiques de la fonction modulaire: la premiere, qu'elle n'a d'autres
singularite^s que 0, 1 et oo; la seconde, qu'elle prend exclusivement des
valeurs dont la partie imaginaire est positive.

La recherche de demonstrations directes est au contraire un probleme
qui semble penetrer profondement dans la nature des fonctions entieres et
des fonctions analytiques. Depuis l'apparition du memoire detailie de
Picard (1880), cette question attirante et quelque peu mysterieuse a
pr6occup6 toutes les generations successives de mathematiciens. II n'y
a guere de jeune analyste qui n'ait execute ou au moins tente d'executer
des recherches sur ce sujet; il est a peine exagere de dire qu'il a indirecte-
ment et plus souvent encore directement inspire et continue d'inspirer tout
ce qui se fait de travaux sur les fonctions analytiques depuis ce moment.

Borel a reussi (1896) a demontrer, par une etude directe de la distribution
des zeros, le theoreme de Picard et, comme on le soupconnait, un resultat
quelque peu plus etendu*. Montel, Valiron, Julia, Milloux et d'autres

* Picard lui-meme (1924) a trait6 le cas ou les seconds membres, au lieu d'etre des
QODStantes, seraient des polyn6mee ou des fonctions rationnelles.
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E. PlOARD. 127

ont de"duit des consequences generates, dont quelques unes tres belles, sur
la distribution des valeurs des fonctions entieres.

Les fonctions entieres ne sont pas les seules fonctions analytiques* qui
releVent de ces ide"es de Picard. Lui-meme a remarque" que la propriete
s'etend a une fonction analytiqiie nniforme an voisinage d'un point essentiel
isole": dans un tel voisinage, la fonction, a moins d'etre une constante, ne
peut admettre trois valeurs exceptionnelles (ceci dormant la conclusion
primitive quand le point essentiel est rejete" a Pinfini, l'une des valeurs
exceptionnalles etant elle-me'me oo). Des fonctions non uniformes ont
6t6 e"galement considers sous ce point de vue.

Des r^sultats d'une nature entierement nouvelle, quoique toujours
directement inspires du th^oreme de Picard, ont 6t6 decouverts par des
hommes tels que Landau, Schottky et Andre" Bloch. Au lieu de partir
d'hypotheses relatives a la totality du plan, ces auteurs considerent une
function f(z) qu'ils supposent simplement definie et analytique dans
Pinterieur d'un cercle determine C, par exemple le cercle qui a pour centre
l'origine avec un rayon donne" i?, et se demandant quelles consequences on
peut deduire de Phypothese que, dans ce meme cercle, f(z) ne peut devenir
e"gal ni a 0 ni a 1. Ces "interpretations finies du theoreme de Picard"
sont particulierement remarquables par la forme precise qu'on peut leur
donner: par exemple, moyennant des conditions simples imposed a / ,
la question peut etre de trouver la valeur maxima precise pour le rayon
d'un cercle a Pinterieur duquel cette fonction reste toujours differente de
0 et de 1. Comme il se trouve que les extrema en question correspondent
a des fonction modulaires, la methode primitive de demonstration de
Picard apparait comme moins artificielle qu'il ne pouvait etre pense a
premiere vue, et plusieurs analystes contemporains sont portes a la con-
siderer comme la methode veritablement naturelle.

Mais des perspectives plus larges et plus suggestives encore, dans cet
ordre d'idees, ont ete reveiees en Finlande paries travaux de Rolf Nevalinna
et de son jeune successeur Ahlfors. Le principe essentiel de cette puissante
extension des idees de Picard consiste a envisager non seulement des
fonctions entieres, mais aussi des fonctions meromorphes-, de sorte que la
valeur oo pour la fonction est admise aussi bien que n'importe quelle autre:
Si l'on compare la maniere dont la fonction se comporte vis a vis de
n'importe laquelle de ces valeurs possibles, une curieuse compensation
apparait entre la tendance de la fonction a acquerir exactement cette

• Stoilof a meme consid6r6, en se pla«;ant au p^int de vue topologique, des fonctions
non analytiques. Au premier abord, on sera it tent 6 de penser que le r£sultat de Stoilof
pourrait fournir ure methode de demonstration du th^or^me priznitif; cependant il ne
semble pas que ce eoit le cas.
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128 E. PIOARD.

valeur a—le noinbre de solutions de liquation /(z) = a dans le cercle de
rayon B—et la tendance a approcher de cette valeur le long de la circon-
fSrence de ce cercle, de sorte qu'une certaine quantite T(R), somme de
deux termes dependant respectivement de ces deux tendances, sera
asymptotiquement independante de a. En second lieu se pose la question
de savoir lequel de ces deux termes preVaudra. En ge'n&al, ils seront
en gros du mdme ordre; mais le contraire peut avoir lieu pour certaines
valeurs exceptionnelles de a, cette circonstance e*tant caracte'rise'e par un
certain nombre, le " defaut" correspondant a a (poor a non exceptionnel,
ce defaut est nul). Pendant que les valeurs exceptionnelles au sens
primitifs de Picard sont en nombre au plus e"gal a 2 (en comptant la valeur
a = oo qui ne figure pas explicitement dans l'e'nonce' de Picard), les valeurs
exceptionnelles au nouveau point de vue peuvent etre plus nombreuses,
mais la somme des d£fauts ne peut pas etre plus grande que 2, et ceci
comprend le resultat de Picard comme cas particulier.

Cette th^orie, l'une des plus profondes et des plus puissantes con-
structions connues en mathe'matiques, met splendidement en Evidence la
fecondite" de la de*couverte de Picard, fScondite1 qui est certainement loin
d'etre encore e"puisee.

Un trait frappant de la personnalite" scientifique de Picard e"tait la
perfection de son enseignement, Tun des plus merveilleux, sinon le plus
merveilleux, que j'aie connu. On pourrait en dire, en rappelant ce que
Pascal aurait dit de ses propre*s oeuvres, qu* " il n'y avait pas un mot de
trop ni un de manque". Ses Ie9ons n'appartenaient pas a cette sorte
d'enseignement qui est souvent tres appre"ci6e des debutants, mais que
je suis port£ a consid^rer comme beaucoup moins satisfaisante, ou la
clart^ est obtenue par le fait que tout y semble e"galement simple et facile,
de sorte qui rien n'en reste au bout de peu de temps; au contraire, dans
les lecons de Picard, la difficult^ principale et essentielle apparaissait
toujours en pleine lumiere.

Cette quality magistrate de son enseignement, a cote" de la profondeur
et de la ported ^tendue de ses de'couvertes, a et^ un el6ment important
de rinfluence de Picard sur les generations de jeunes mathe'maticiens,
influence qui sera aussi durable qu'elle est profonde.
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