April 2012
Vor 2200 Jahren lebte APOLLONIUS VON PERGE (262 - 190 v. Chr.)

Dass die griechische Postverwaltung bisher nur an die
Apoflanius (262 190%, ChE) Mathematiker THALES (624-547 v. Chr.), PYTHAGORAS
(580- 500 v. Chr.) und ARCHIMEDES (287-212 v. Chr.) er-
innert hat, alle anderen aber, wie beispielsweise EUKLID VON
ALEXANDRIA (360-280 v. Chr.) oder APOLLONIUS VON PERGE,
vergaB, kann nicht allein daran liegen, dass es keine authen-
tischen Portrdts dieser Persanlichkeiten gibt.

Als um das Jahr 800 islamische Wissenschaftler in Bagdad
beginnen, die noch erhaltenen griechischen Original-
Mathematica schriften zu sammeln und ins Arabische zu iibersetzen,
sind es vor allem die Werke von EUKLID, ARCHIMEDES und
Zeichnung © Andreas Strick 2012 APOLLONIUS, um deren Erhalt sie sich bemiihten.

Uber den beriihmten Mathematiker APOLLONIUS (der Zusatz VON PERGE hilft, ihn von
anderen griechischen Gelehrten gleichen Namens zu unterscheiden) weif man nur, dass
er in Perge (in der Ndhe der heutigen Stadt Antalya) geboren ist, dass er zum Studium
nach Alexandria geht, wo er spdter als Lehrer tdtig ist und dort auch stirbt.
Zwischenzeitlich lehrt er an der Universitdt von Pergamon (in der Ndhe der heutigen
Stadt Izmir).

Unsere Kenntnisse liber den Mathematiker, von dem DESCARTES und NEWTON als ,dem
groBen Geometer" sprechen, haben wir aus den Vorworten der verschiedenen Biicher
seines wohl beriihmtesten Werks Uber Kegelschnitte (Konika), von dem nur die ersten
vier der insgesamt acht Biicher (Kapitel) im Original erhalten sind.
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Um das Jahr 800 existieren auch noch die Biicher V bis :
VII der Konika; sie werden von islamischen Wissen- :
schaftlern iibersetzt. Band VIII gilt bereits damals als |
verloren gegangen; als Erster versucht IBN AL-HAITHAM
(965-1039) eine Rekonstruktion aufgrund der Beziige in :

D

den Schriften von PAPPos dem Ie‘rz‘ren bedeutenden grie- <ol il

(Buch I bis IV im Original, Buch V bis VII in lateinischer Ubersetzung,
E Buch VIII in der von ihm rekonstruierten Fassung).

i Bereits ARCHIMEDES und EUKLID beschdftigten sich mit den Kurven,
die entstehen, wenn man einen ebenen Schnitt durch einen Kegel vor-
i nimmt; die von ihnen betrachteten Kegel waren jedoch durch Drehung
eines rechtwinkligen, spitzwinkligen oder stumpfwinkligen Dreiecks erzeugt worden,
und der Schnitt erfolgte jeweils senkrecht zur Kegel-erzeugenden Dreiecksseite.

APOLLONIUS hingegen untersucht Schnitte an einem belie-
bigen Doppelkegel; diese Doppelkegel werden durch Gera-
den erzeugt, die durch einen (in einer Ebene liegenden)
Grundkreis sowie einen festen Punkt (Kegelspitze) auBer-
halb der Ebene verlaufen. Je nach Schnittwinkel ergeben
sich an ein und demselben Doppelkegel verschiedene
Schnittkurven: Erfolgt der Schnitt parallel zu einer er-
zeugenden Geraden, so entsteht eine Parabel; schneidet
die Ebene beide Teile des Doppelkegels, so ergeben sich
zwei Hyperbeln (erst im 17. Jahrhundert spricht man von den beiden Asten einer
Hyperbel), ansonsten eine Ellipse (im Spezialfall ein Kreis). So schafft APOLLONIUS eine
einheitliche Theorie der Kegelschnitte, die spdter zum Vorbild fiir die Analytische
e "] Geometrie von DESCARTES wird.

: i Im Buch I der Konika kldrt APOLLONIUS die Grundbegriffe
und die charakteristischen Eigenschaften (sog. Symptoma),
wodurch sich die Kurven unterscheiden. Er beweist, dass die
Mittelpunkte von zueinander parallelen Sehnen auf einer
Geraden liegen, dem Durchmesser des Kegelschnitts.
Satz 1 aus Buch I besagt, dass die Symptoma unabhdngig von der Wahl des gewdhlten
Durchmessers gelten.

Heute ist es lblich, Kegelschnitte durch :
eine gemeinsame Scheitelgleichung zu e
beschreiben: y2=2px—(1-¢2)-x2, wobei ¢ ”
als numerische Exzentrizitat bezeichnet
wird und fiir £>1 eine Hyperbel, fiir
e=1 eine Parabel und fir &<1 eine
Ellipse entsteht.

Die Kegelschnitte lassen sich aber auch
wie folgt durch Fldchenvergleiche cha-
rakterisieren.

hyperbola

Quelle: mathworld.wolfram.com
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Dazu betrachtet man die Gleichungen in der Form
y2=2px (Parabel), y2=2px+<£x2 (Hyperbel bzw. Ellip-
se). Wahlt man auf dem oberen Ast der Parabel einen ) B
Punkt P (x | y) als Eckpunkt eines Quadrats mit der
Seitenldnge y, dann ist dieses Quadrat (blau) fldachen-
gleich zu einem Rechteck (orange) mit den Seiten-
langen x und 2p. Dabei ist diese Seitenldnge 2p gerade
die Ldnge der Sehne durch den Brennpunkt des Kegel-
schnitts; sie wird auch als latus rectum (QuermaB)
bezeichnet, a als latus transversum .

Liegt der Punkt P (x|y) auf der Hyperbel bzw. Ellipse,
dann muss das Rechteck mit Fldacheninhalt 2px um den
Betrag £ x2 vergrofert bzw. verkleinert werden, damit

es fldchengleich zu dem Quadrat mit der Seitenldnge y ist. Die Bezeichnungen Parabel,
Hyperbel, Ellipse stammen von APOLLONIUS; das griechische Wort paraballein bedeutet
.vergleichen", hyperballein .ibertreffen" bzw. elleipein .mangeln".

Wdhrend APOLLONIUS in den ersten vier Biichern der Konika noch an Erkenntnisse
seiner Vorgdnger ankniipfen kann, entwickelt er in den Biichern V bis VIII die Theorie
weiter: kiirzeste und ldngste Strecken von einem Punkt auBerhalb, Untersuchung der
Normalen und Subnormalen, Bestimmung des Kriimmungsmittelpunkts und Kriimmungs-
kreises, konjugierte Durchmesser, spezielle Konstruktionsaufgaben.

Aus verschiedenen Quellen weifl man, dass sich APOLLONIUS auch intensiv mit der Frage
beschdftigt hat, welche Konstruktionen ausschlieflich mit Zirkel und Lineal maglich
sind. AuBerdem hat er eine Reihe weiterer Werke verfasst, die sowohl im Original als
auch in der arabischen Ubersetzung verloren gegangen sind; sie werden im 17. Jahr-
hundert teilweise rekonstruiert, beispielsweise: De Locis Planis: }
Diese Sammlung von Sdtzen iiber geometrische Orter, die !
ausschlieflich Geraden und Kreise sind, fasziniert den jungen :
PIERRE DE FERMAT so sehr, dass er 1629 versucht, sie wieder :
herzustellen: Apollonii Pergaei libri duo de locis planis restituti.

Ublicherweise wird ein Kreis als eine Menge von Punkten
definiert, die von einem bestimmten Punkt M dieselbe
Entfernung haben. APOLLONIUS beweist, dass man ihn auch
als Menge von Punkten definieren kann, deren Entfer-
nungen von zwei vorgegebenen Punkten in einem konstan-
ten Verhdltnis a : b stehen. Zum Beweis verwendet er den
Satz lber das Teilverhdltnis
einer Seite durch die Winkelhalbierende des gegeniiber
liegenden Punktes und den Satz des THALES. Die Abbildung
rechts zeigt APOLLONIUS-Kreise mit verschiedenen kon-
stanten Verhdltnissen - kehrt man das Verhdltnis um, so
erhdlt man jeweils den an der Mittelsenkrechte der
Strecke gespiegelten Kreis.




De Tactionibus: Gegeben sind drei geometrische Objekte (Punkte, Geraden oder
Kreise) - gesucht ist ein Kreis, der durch die vorgegebenen Punkte verlduft bzw. die
vorgegebenen Geraden bzw. Kreise beriihrt. FRANCOIS VIETE (FRANCISCUS VIETA) ver-
offentlicht im Jahr 1600 eine Rekonstruktion des Werks unter dem Titel Apollonius
Gallus (er bezeichnet sich also selbst als der APOLLONIUS Frankreichs). Insgesamt gibt
es zehn mogliche Fdlle mit i. A. mehreren Losungen. DESCARTES beschreibt die Lésung
des letzten Falls (APOLLONisches Beriihrproblem) mithilfe einer Gleichung:

2- (k) +k,* +k;* +k,*) = (k, +k, +k; +k,)?, wobei k; =+ (Kriimmung der Kreise).

(O OF (el

gegeben: drei Punkte gegeben: zwei Punkte  gegeben: zwei Geraden  gegeben: zwei Punkte
und eine Gerade und ein Punkt und ein Kreis

ONCPROONT)

gegeben: drei Geraden gegeben: ein Punkt, eine  gegeben: zwei Kreise ~ gegeben: zwei Geraden
Gerade, ein Kreis und ein Punkt und ein Kreis

APOLLONIUS leistet auch einen bemerkens-
werten Beitrag zur Astronomie:
GemdB dem Dogma des ARISTOTELES, dass

gegeben: zwei Kreise gegeben: drei Kreise sich Himmelskb'r'per' auf Kreisbahnen be-
und eine Gerade wegen (miissen), gelingt es ihm, dies mit

der Beobachtung der Riickldaufigkeit der Planeten
in Einklang zu bringen, indem er fiir die Planeten-
bahnen kleine Kreise (Epizykel) angibt, deren
Mittelpunkt sich wiederum auf einer Kreisbahn
bewegt - Grundlage fiir
das geozentrische Welt-
bild von  HIPPARCHOS
(190-120 v. Chr) und
CLAUDIUS PTOLEMAUS
(100-180 n. Chr.). Auch
- NikoLAus  KOPERNIKUS
bendﬁg‘r noch EplZYkC', Abbildungen auf dieser Seite: Wikipedia
 um seine Beobachtungen

\  mit dem heliozentrischen Weltbild in Einklang zu bringen. Erst
{ die Erkenntnis von JOHANNES KEPLER, dass sich die Planeten
- auf Ellipsen und nicht auf Kreisen bewegen, macht diese
e - komplizierten Ansitze iiberfliissig.
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