Dezember 2014
Vor 1400 Jahren wirkte BRAHMAGUPTA (598 - 670)

Zu Beginn des 9. Jahrhunderts fiihrte AL-KHWARIZMI das
dezimale Stellenwertsystem unter Verwendung der indi-
schen Ziffern in die islamische Welt ein. In seinem Werk
Al Kitab al-muhtasar fi hisab al-gabr w-al-mugabala gab er
fiir die Losung quadratischer Gleichungen unterschiedliche
Verfahren an, da er als Koeffizienten nur positive Zahlen
zulieB: ax®+bx=c, ax* +c=bx, ax’ =bx+c. Dies war ein fir
die Entwicklung der Mathematik folgenreicher ,Riick-

] - schritt", denn bereits 200 Jahre zuvor hatte der indische
Mathematica Mathematiker BRAHMAGUPTA eine Losungsformel fiir Glei-

Brahmagupta (598 - 670)

chungen des Typs ax’ +bx=c mit beliebigen Koeffizienten
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BRAHMAGUPTA wird im Jahr 598 in Bhinmal geboren, einer Stadt im :
Nordwesten Indiens (heute: Bundesstaat Rajasthan). Bereits im
Alter von 30 Jahren verfasst er ein Werk, das unter dem Namen |
Brahmasphutasiddhanta (Vervollkommnung der Lehre Brahmas, a7 |
siddhdanta = Abhandlung) iiberliefert ist. Im Jahr 665 folgt mit : > TOMEEFRINCIPE
Khandakhadyaka eine weitere Abhandlung, die sich vor allem mit astronomischen
Rechnungen beschdftigt. BRAHMAGUPTA ist inzwischen als Leiter der astronomischen
Beobachtungsstation in Ujjain tdtig. Diese im heutigen Bundestaat Madhya Pradesh

gelegene Stadt gehort zu den sieben heiligen Stddten Indiens.

Nur zwei der insgesamt 25 Kapitel von Brahmasphutasiddhanta beschdftigen sich mit
mathematischen Fragestellungen, ndmlich Kapitel 12 (Ganitadhyaya, von gana = zéhlen)
und Kapitel 18 (Kuttakadhyaya, von kuttaka = wortlich: zerkleinern). Trotz etlicher, zum
Teil sehr kritischer Anmerkungen zum 130 Jahre zuvor erschienenen Werk seines
Vorgdngers ARYABHATA ist es wohl kein Zufall, sondern eher ein Zeichen der Verehrung,
dass das 12. Kapitel genau doppelt so viele Verse enthdlt wie das entsprechende ganita-
Kapitel der Aryabhatiya. Hinsichtlich der Rechenverfahren und der Lésung verschiede-
ner Anwendungsaufgaben findet man bei BRAHMAGUPTA allerdings zundchst kaum mehr
als das, was ARYABHATA zusammengestellt hatte.

R iR |
1

MO DI MI DO FR SA SO
1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 31




Erst in den Versen 10 bis 13 des 12. Kapitels geht BRAHMAGUPTA iiber die Behandlung
einfacher proportionaler Beziehungen hinaus. Anhand von zwei Beispielen erlautert er
die folgende Regel der fiinf GroBen: Man trage die GroBen in die Spalten einer Tabelle
ein. Die Ldsung findet man, indem man zwei der Eintragungen vertauscht; dann stehen
die Faktoren des Zdhlers und des Nenners eines Bruchs (ibereinander.
Wenn eine Stoffbahn der Ldnge a: und Wenn n; Stiick einer bestimmten Ware ins-
der Breite b; zum Preis von p; Geld- gesamt p: Geldeinheiten kosten und n, Stiick
einheiten verkauft wird, welche Breite x  einer zweiten Ware insgesamt p: Geldeinheiten,
sollte eine Stoffbahn der Ldnge a; haben, wie viele Stiick y der zweiten Ware kann man

die p2 Geldeinheiten kostet? eintauschen, wenn q: Stiick der ersten Ware zum
Tausch vorhanden sind?
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Die Verse 21 bis 32 des Brahmasphutasiddhanta beschdftigen sich mit Berechnungen
von Fldacheninhalten und Seitenldngen. Hier finden sich die bemerkenswerte Ndhe-
rungsformel zur Bestimmung des Fldcheninhalts von Vierecken A=2ic.bxd

sowie die beriihmte Formel des BRAHMAGUPTA zur Berechnung des Flacheninhalts von
Sehnenvierecken A=./(s-a)-(s—b)-(s—c)-(s—d), wobei mit s=1.(a+b+c+d) der hal-
be Umfang des Vierecks bezeichnet ist.

Auch diese Formel wird nicht bewiesen, sondern - wie in der indischen Mathematik
iblich - nur als Rechenvorschrift (Merkregel in Versform) angegeben.

Im Falle von d =0 handelt es sich um die bereits von HERON hergeleitete Formel zur
Berechnung des Fldacheninhalts eines Dreiecks. Daher wird die o. a. Formel auch als
BrRAHMAGUPTAs Verallgemeinerung der HERON'schen Formel bezeichnet. BRAHMAGUPTA
gibt keine Einschrdnkung fiir die Giiltigkeit der Formel an; sie gilt aber nicht fiir
beliebige Vierecke, sondern nur fiir Sehnenvierecke. Da sich jedoch die weiteren Aus-
fiihrungen des Kapitels auf Vierecke beziehen, deren Eckpunkte auf einem Kreis liegen,
wird vermutet, dass BRAHMAGUPTA nur solche Vierecke meint.
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Bemerkenswert sind auch die Formeln, mit denen Streckenldngen in Dreiecken und in
symmetrischen Trapezen berechnet werden kannen:

e Ineinem beliebigen Dreieck gilt fiir die Hohe h: sowie die durch die Héhe festge-
legten Abschnitte ci1 und c2 der Seite ¢ (und analog fiir die anderen Héhen und
Seiten im Dreieck): ¢, =1-(c+2=2); ¢, =1-(c—222) sowie h, =,/a2—c,2=,[b2—c?2.

o Ingleichschenkligen Trapezen gilt: e=+a-c+b-d (Folgerung aus dem Satz des
PTOLEMAUS), h _«/ez (2¢)° , auBerdem fiir den Umkreisradius r = 5.




BRAHMAGUPTA gibt Formeln fiir die Ldnge
der Diagonalen e, f in beliebigen Sehnen-
vierecken an: £ =32t wobei

~ ab+cd ¢

_ [(ad+bc)-(ac+bd) [ (ab+cd)-(ac+bd)
€= \/ ab+cd Und f= \] ad-+hc ’

und fiir Sehnenvierecke mit zueinander
orthogonalen Diagonalen (sogen. BRAHMA-
6UPTA-Vierecke) formuliert er den Satz:

o Eine Gerade, die durch den Schnittpunkt der beiden Diagonalen verlduft und eine
der Seiten senkrecht schneidet, halbiert die gegeniiberliegende Viereckseite.

In den Versen 33 bis 39 beschdftigt sich BRAHMAGUPTA mit dem Problem, Dreiecke,
symmetrische Trapeze und Sehnenvierecke zu finden, deren Seitenldngen und Fldchen-
inhalte rational sind. Beispielsweise ergeben sich fir u,v,weN mit v, w <u solche

rationalen Dreiecke mit a=3-4%%; p=1.uw; c -1 00 1. utw?

Das 18. Kapitel beginnt mit astronomischen Berechnungen wie z. B. die Bestimmung der
Anzahl der Tage zwischen zwei Zeitpunkten, an denen ein Planet an der gleichen Stelle
am Himmel zu sehen ist. Dann folgen - zum ersten Mal in der Mathematikgeschichte -
Rechenregeln fiir positive und negative Zahlen sowie fiir die Zahl Null. Null wird also
als Zahl angesehen, ist nicht nur Platzhalter fiir eine leere Stelle.

BRAHMAGUPTA bezeichnet positive Zahlen als Vermégen, negative Zahlen als Schuld.
Beispielsweise findet man: Eine Schuld minus null ist eine Schuld; ein Vermégen minus
null ist ein Vermogen. Null minus null ist null. Null minus eine Schuld ist ein Vermégen.
Null minus ein Vermégen ist eine Schuld. Das Produkt (der Quotient) aus einer Schuld
und einem Vermégen ist eine Schuld, von zwei Schuldbetrdgen oder von zwei Vermogen
ein Vermégen. Das Produkt von null mit einem Vermogen, einer Schuld oder mit null ist
null. Zwar gibt er auch die falsche Regel Null dividiert durch null ist null an, notiert
aber ansonsten fiir die Division durch null, dass man null in den Nenner eines Bruches
schreiben darf - allerdings ohne Erlduterung, was das bedeutet.

Weitere Verse beschdftigen sich mit der o. a. Losungsformel fiir quadratische Glei-
chungen mit einer Variablen. Danach geht BRAHMAGUPTA auf Gleichungen des Typs
N-x?+1=y? ein, die spdter (irrtimlich) als PELL'sche Gleichungen bezeichnet werden:
Wiéhle irgendeine Quadratzahl a*, multipliziere sie mit N und addiere eine geeignete
Zahl k, sodass die Zahl b*>=N-a’+k eine Quadratzahl ist. Eine Losung der Gleichung
N-(2ab)’ +k® = (N-a’+b?)? ist (222;Nab); diese erfiillt auch die Ausgangsgleichung.
Beispiel: Eine der Losungen der Gleichung 8x* +1=y? ist (x=6; y=17).

In DIOPHANTS Arithmetica findet man den Satz, dass das Produkt zweier Summen von
Quadratzahlen auf zwei Arten als Summe von Quadratzahlen darstellbar ist:

(@ +b?)-(c* +d?) = (ac—bd)? + (ad —bc)* = (ac+bd)* + (ad —bc)>.

FIBONAccT verdffentlicht 1225 im Liber quadratorum BRAHMAGUPTAs Verallgemeine-
rung: (@°+n-b%)-(c*+n-d*)=(ac—n-bd)*+n-(ad —bc)* = (ac+n-bd)* +n-(ad —bc)?
SchlieBlich wird noch ein Verfahren angegeben, mit dem man Zahlen x, y findet, sodass
sowohl x+y als auch x—y und x-y+1 Quadratzahlen sind: Man wdhle dazu beliebige

Zahlen a und b mit a> b und berechne dann x=(a2+b?)-25* und y =(a?-b?)- 2,
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